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 Dengue adalah salah satu penyakit infeksi yang ditularkan ke manusia oleh gigitan nyamuk Aedes aegypti atau Aedes albopictus. Infeksi 
virus dengue berupa demam dengue, demam berdarah dengue dan Dengue Shock Syndrome (DSS). Virus dengue mempunyai empat jenis 
serotipe yaitu: DEN_1, DEN_2, DEN_3, DEN_4. Pada model, akan dipelajari dinamika penyebaran penyakit demam berdarah dengue tipe 
SEIR kemudian akan ditentukan titik tetap, selanjutnya dianalisis kestabilan dari masing-masing titik tetap dengan mempertimbangkan 
bilangan reproduksi dasar (ℛ0). Hasil penelitian menunjukkan bahwa untuk titik tetap tanpa penyakit kondisi akan stabil ketika ℛ0 < 1, 











Dengue masih menjadi masalah yang dibicarakan saat ini. Dengue 
ditularkan ke manusia oleh gigitan nyamuk Aedes aegypti atau Aedes albopictus. 
Infeksi virus dengue berupa demam dengue, Demam Berdarah Dengue (DBD) 
dan Dengue Shock Syndrome (DSS) yang mempunyai empat jenis serotipe virus 
yaitu: DEN_1, DEN_2, DEN_3, DEN_4 (Tirtha Chakraborty, 2008). 
Manusia yang telah terinfeksi oleh salah satu dari empat jenis serotipe 
akan tetap potensial menularkan virus dengue kepada manusia rentan lainnya 
(Ginanjar, 2008). Perlindungan terhadap jenis serotipe terinfeksi akan bertahan 
lama dan berlangsung rata-rata 2 tahun (WHO, 2016). Model penyebaran 
penyakit demam berdarah dengue yang dikenalkan oleh peneliti sebelumnya 
(Derouich dkk., 2003) tanpa memperhatikan tahap terpapar (exposed) pada 
manusia dan nyamuk. Pada pembahasan ini, tahap terpapar (exposed) pada 
manusia dan nyamuk diperhatikan untuk mempelajari dinamika penyebaran 
penyakit demam berdarah dengue. 
Pembahasan ini dari model hanya dibahas sepintas mengenai analisis 
kestabilan titik tetap dinamika penyebaran demam berdarah dengue,  fokusnya 
dalam menganalisis kestabilan titik tetap tanpa penyakit dan titik tetap endemik 
secara analitik. Hasil dari analisis ini dapat digunakan sebagai referensi dalam 
menangani masalah penyebaran penyakit demam berdarah dengue (DBD).  
Model Penyebaran Penyakit Demam Berdarah Dengue 
Model pembahasan pada tulisan ini adalah model dengan asumsi-
asumsinya telah diperkenalkan oleh (Naikteas Bano dkk., 2017) 
 
Gambar 1 Diagram kompartemen penyakit 





























)𝑆ℎ − (𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ)𝐸




ℎ − (𝛾ℎ + 𝜇ℎ)𝐼
ℎ ,                
𝑑𝑅ℎ
𝑑𝑡
= 𝑝𝑆ℎ + 𝛾ℎ𝐼
ℎ − 𝜇ℎ𝑅















𝑆𝑣 − (𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣)𝐸





𝑣.                              
                                       (1) 
Kemudian dengan melakukan penyederhanaan dan penskalaan, diperoleh 










= 𝜇ℎ − (𝜇ℎ + 𝑝 + 𝑛𝐶𝑣ℎ𝐼𝑣)𝑆ℎ ,                
𝑑𝐸ℎ
𝑑𝑡
= (𝑛𝐶𝑣ℎ𝐼𝑣)𝑆ℎ − (𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ)𝐸ℎ ,              
𝑑𝐼ℎ
𝑑𝑡
= 𝑇𝑒ℎ𝐸ℎ − (𝛾ℎ + 𝜇ℎ)𝐼ℎ,                           
𝑑𝐸𝑣
𝑑𝑡
= 𝐶ℎ𝑣𝐼ℎ(1 − 𝐸𝑣 − 𝐼𝑣) − (𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣)𝐸𝑣,
𝑑𝐼𝑣
𝑑𝑡
 = 𝑇𝑒𝑣𝐸𝑣 − 𝜇𝑣𝐼𝑣,                                         


























Semua parameter pada persamaan (2) adalah positif dan keterangan 
parameter disajikan pada Tabel 1. 
 
Tabel 1. Parameter dalam Model yang Ditunjukkan pada Gambar 1. 
Simbol  Keterangan 
𝑝 Efektivitas penggunaan vaksin 
𝑃ℎ𝑣 Efektivitas penularan dari manusia terinfeksi ke nyamuk rentan 
𝑃𝑣ℎ Efektivitas penularan dari nyamuk terinfeksi ke manusia rentan 
𝑏𝑠 Rata-rata gigitan nyamuk rentan  
𝑏𝑖 Rata-rata gigitan nyamuk terinfeksi  
𝜇ℎ Laju kelahiran manusia dianggap sama dengan laju kematian  
𝜇𝑣 Laju kelahiran nyamuk dianggap sama dengan laju kematian 
𝐶ℎ𝑣 Peluang nyamuk rentan dapat terinfeksi 
𝐶𝑣ℎ Peluang manusia rentan dapat terinfeksi 
𝛾ℎ Proporsi manusia terinfeksi yang sembuh karena pengaruh 
kekebalan alami dalam tubuhnya 
𝑇𝑒ℎ Waktu inkubasi intrinsik 
𝑇𝑒𝑣 Waktu inkubasi ekstrinsik 
















= 0 dan 
𝑑𝐼𝑣
𝑑𝑡
= 0, sehingga menghasilkan: 
Ω = {(𝑆ℎ , 𝐸ℎ , 𝐼ℎ , 𝐸𝑣, 𝐼𝑣) ∈ ℝ+
5 : 𝐸𝑣 + 𝐼𝑣 ≤ 1 dan (1 + 𝑝 𝜇ℎ⁄ )𝑆ℎ + 𝐸ℎ + 𝐼ℎ ≤ 1}, 
dan memiliki dua titik tetap, yaitu titik tetap tanpa penyakit (𝑇1) dan titik 
tetap endemik (𝑇2) yang masing-masing berbentuk:  










(𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣)(𝐶ℎ𝑣𝑇𝑒ℎ𝜇ℎ + (𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ)𝜇𝑣)
𝐶ℎ𝑣𝑇𝑒ℎ(𝐶𝑣ℎ𝑛𝑇𝑒𝑣 + (𝑝 + 𝜇ℎ)(𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣))
,    
𝐸ℎ
∗ =
𝐶ℎ𝑣𝐶𝑣ℎ𝑛𝑇𝑒ℎ𝑇𝑒𝑣𝜇ℎ − (𝑝 + 𝜇ℎ)(𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ)(𝛾ℎ + 𝜇ℎ)𝜇𝑣(𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣)
𝐶ℎ𝑣𝑇𝑒ℎ(𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ)(𝐶𝑣ℎ𝑛𝑇𝑒𝑣 + (𝑝 + 𝜇ℎ)(𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣))
,    
𝐼ℎ
∗ =
𝐶ℎ𝑣𝐶𝑣ℎ𝑛𝑇𝑒ℎ𝑇𝑒𝑣𝜇ℎ − (𝑝 + 𝜇ℎ)(𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ)(𝛾ℎ + 𝜇ℎ)𝜇𝑣(𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣)
𝐶ℎ𝑣(𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ)(𝛾ℎ + 𝜇ℎ)(𝐶𝑣ℎ𝑛𝑇𝑒𝑣 + (𝑝 + 𝜇ℎ)(𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣))
,    
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𝐸𝑣
∗ =
𝜇𝑣(−𝐶ℎ𝑣𝐶𝑣ℎ𝑛𝑇𝑒ℎ𝑇𝑒𝑣𝜇ℎ + (𝑝 + 𝜇ℎ)(𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ)(𝛾ℎ + 𝜇ℎ)𝜇𝑣(𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣))
𝐶𝑣ℎ𝑛𝑇𝑒𝑣(𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣)(𝐶ℎ𝑣𝑇𝑒ℎ𝜇ℎ + (𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ)(𝛾ℎ + 𝜇ℎ)𝜇𝑣)
,   
𝐼𝑣
∗ =
𝐶ℎ𝑣𝐶𝑣ℎ𝑛𝑇𝑒ℎ𝑇𝑒𝑣𝜇ℎ − (𝑝 + 𝜇ℎ)(𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ)(𝛾ℎ + 𝜇ℎ)𝜇𝑣(𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣)
𝐶𝑣ℎ𝑛𝑇𝑒𝑣(𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣)(𝐶ℎ𝑣𝑇𝑒ℎ𝜇ℎ + (𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ)(𝛾ℎ + 𝜇ℎ)𝜇𝑣)
.                
 
Sifat kestabilan di sekitar titik tetap 𝑇1 dan 𝑇2 dianalisis menggunakan 
kriteria Routh-Hurwitz (Edelstein-Keshet, 1988) dengan software Mathematicha 
10.0. 
Bilangan Reproduksi Dasar (𝓡𝟎) 
Bilangan reproduksi dasar adalah nilai harapan banyaknya populasi rentan 
menjadi terinfeksi. Jika ℛ0 < 1, maka penyakit akan menghilang dari populasi. 
Jika ℛ0 > 1, maka penyakit akan meningkat menjadi wabah. Bilangan 
reproduksi dasar untuk persamaan (2), diperoleh menggunakan metode the next 




.  (3) 
 
2. Metode 
Penelitian ini menggunakan software Mathematica 10.0 untuk membantu 
dalam mencari solusi analitik. Penelitian ini dilakukan dengan menganalisis 
kestabilan titik tetap model penyebaran penyakit demam berdarah dengue 
(DBD). 
 
3. Hasil dan Pembahasan 
Analisis Kestabilan Titik Tetap Tanpa Penyakit (𝑻𝟏)  
Untuk menentukan kestabilan di sekitar titik tetap tanpa penyakit (𝑇1), 
terlebih dahulu dilakukan pelinearan (Tu, 2012) terhadap persamaan (2), untuk 







𝐷1 0 0 0 𝐷2
0 𝐷3 0 0 𝐷4
0 𝐷5 𝐷6 0 0
0 0 𝐷7 𝐷8 0







𝐷1 = −(𝑝 + 𝜇ℎ), 𝐷2 = −
𝐶𝑣ℎ𝑛𝜇ℎ
𝑝+𝜇ℎ
, 𝐷3 = −(𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ), 𝐷4 =
𝐶𝑣ℎ𝑛𝜇ℎ
𝑝+𝜇ℎ
, 𝐷5 = 𝑇𝑒ℎ , 
𝐷6 = −(𝛾ℎ + 𝜇ℎ), 𝐷7 = 𝐶ℎ𝑣, 𝐷8 = −(𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣), 𝐷9 = 𝑇𝑒𝑣, 𝐷10 = −𝜇𝑣. 
Selanjutnya nilai eigen diperoleh berdasarkan persamaan karakteristik 
berikut:  
(−𝑝 − 𝜆 − 𝜇ℎ) (−
𝐶ℎ𝑣𝐶𝑣ℎ𝑛𝑇𝑒ℎ𝑇𝑒𝑣𝜇ℎ
𝑝+𝜇ℎ
+ (𝜆 + 𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ)(𝜆 + 𝛾ℎ + 𝜇ℎ)(𝜆 + 𝜇𝑣)(𝜆 +
𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣)) = 0. 
Berdasarkan persamaan di atas diperoleh: 
𝜆 = −(𝑝 + 𝜇ℎ), 
dan persamaan karakteristik:  
𝜆4 + 𝑎1𝜆
3 + 𝑎2𝜆
2 + 𝑎3𝜆 + 𝑎4 = 0,                       (4) 
dengan  
𝑎1 = (𝛾ℎ + 𝜇ℎ) + (𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ) + 𝜇𝑣 + (𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣) > 0, 
𝑎2 = (𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ)(𝛾ℎ + 𝜇ℎ) + 𝜇𝑣((𝛾ℎ + 𝜇ℎ)(𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ)) + (𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣)((𝛾ℎ +
𝜇ℎ) + (𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ) + 𝜇𝑣) > 0, 
𝑎3 = 𝜇𝑣(𝛾ℎ + 𝜇ℎ)(𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ) + (𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣)(𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ)(𝛾ℎ + 𝜇ℎ) + 𝜇𝑣(𝑇𝑒𝑣 +
𝜇𝑣)(𝛾ℎ + 𝜇ℎ)(𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ) > 0, 
𝑎4 = 𝜇𝑣(𝑇𝑒𝑣 + 𝜇𝑣)(𝛾ℎ + 𝜇ℎ)(𝑇𝑒ℎ + 𝜇ℎ)(1 − ℛ0). (ℛ0 ada pada persamaan 3) 
Berdasarkan kriteria Routh-Hurwitz, persamaan karakteristik (4) pada 
titik tetap 𝑇1 stabil jika memenuhi syarat-syarat kestabilan berikut: 
𝑎1 > 0 dan 𝑎2 > 0 dan 𝑎3 > 0 dan 𝑎4 > 0 dan 𝑎1𝑎2𝑎3 > (𝑎3
2 + 𝑎1
2𝑎4),   (5) 
karena semua parameter bernilai positif, maka nilai 𝑎1, 𝑎2 dan 𝑎3 bernilai 
positif. Koefisien 𝑎4 akan bernilai positif, negatif atau nol bergantung pada nilai 
ℛ0. Jika ℛ0 < 1, maka 𝑎4 > 0. Jika ℛ0 = 1, maka 𝑎4 = 0. Jika ℛ0 > 1, maka 
𝑎4 < 0.  
Berdasarkan kondisi ℛ0 < 1 yaitu 𝑎4 > 0, diperoleh 𝑎1𝑎2𝑎3 > (𝑎3
2 +
𝑎1
2𝑎4). Sehingga untuk ℛ0 < 1, kondisi (5) terpenuhi. Sedangkan untuk kondisi 
ℛ0 > 1 yaitu 𝑎4 < 0 dan ℛ0 = 1 yaitu 𝑎4 = 0, berlawanan dengan kondisi (5) 
akibatnya kriteria Routh-Hurwitz tidak terpenuhi.   
Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa karena nilai 𝜆 < 0 dan jika 
ℛ0 < 1 kriteria Routh-Hurwitz telah ditunjukkan terpenuhi, maka titik tetap 
tanpa penyakit (𝑇1) stabil manakala ℛ0 < 1. 
Analisis Kestabilan Titik Tetap Endemik (𝑻𝟐)  
Untuk menentukan kestabilan di sekitar titik tetap endemik (𝑇2), terlebih 
dahulu dilakukan pelinearan (Tu, 2012) terhadap persamaan (2), untuk 







𝐷1 0 0 0 𝐷2
𝐷3 𝐷4 0 0 𝐷5
0 𝐷6 𝐷7 0 0
0 0 𝐷8 𝐷9 𝐷10






dengan nilai 𝐷1, 𝐷2, 𝐷3, 𝐷4, 𝐷5, 𝐷6, 𝐷7, 𝐷8, 𝐷9, 𝐷10, 𝐷11, dan 𝐷12 dapat dilihat 
pada Lampiran 1. 




2 + 𝑏4𝜆 + 𝑏5 = 0,                              (6) 
dengan nilai 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4 dan 𝑏5 dapat dilihat pada Lampiran 2. 
Berdasarkan kriteria Routh-Hurwitz, persamaan karakteristik (6) pada 
titik tetap 𝑇2 stabil jika dan hanya jika memenuhi syarat-syarat kestabilan berikut: 
𝑏1 > 0 dan 𝑏2 > 0 dan 𝑏3 > 0 dan 𝑏4 > 0 dan 𝑏5 > 0 dan 
𝑏1𝑏2𝑏3 > (𝑏3
2 + 𝑏1
2𝑏4) dan (𝑏1𝑏4 − 𝑏5)(𝑏1𝑏2𝑏3 − 𝑏3
2 + 𝑏1




Karena semua parameter bernilai positif, maka nilai 𝑏1, 𝑏2 dan 𝑏3 bernilai 
positif. Koefisien 𝑏4 bernilai positif saat kondisi ℛ0 < 1,ℛ0 = 1 dan ℛ0 > 1. 
Anggap jika ℛ0 > 1, maka 𝑏4 > 0. Koefisien 𝑏5 bernilai positif, negatif atau nol 
bergantung pada nilai ℛ0. Jika ℛ0 < 1, maka 𝑏5 < 0. Jika ℛ0 = 1, maka 𝑏5 = 0. 
Jika ℛ0 > 1, maka 𝑏5 > 0. Berdasarkan kondisi ℛ0 > 1 yaitu 𝑏4 > 0 dan 𝑏5 >
0 diperoleh 𝑏1𝑏2𝑏3 > (𝑏3
2 + 𝑏1





2 sehingga untuk ℛ0 > 1, kondisi (7) terpenuhi. 
Sedangkan untuk kondisi ℛ0 < 1 yaitu 𝑏5 < 0 dan ℛ0 = 1 yaitu 𝑏5 = 0, 
berlawanan dengan kondisi (7) akibatnya kriteria Routh-Hurwitz tidak 
terpenuhi. Dengan demikian dapat disimpulkan bahwa jika ℛ0 > 1 kriteria 
Routh-Hurwitz terpenuhi, maka titik tetap 𝑇2 akan stabil manakala ℛ0 > 1. 
 
4. Simpulan 
Berdasarkan analisis dan pembahasan yang dilakukan terhadap diagram 
kompartemen modifikasi dapat disimpulkan bahwa terdapat dua titik tetap yaitu 
titik tetap tanpa penyakit dan titik tetap endemik. Model matematika ini memiliki 
bilangan reproduksi dasar (basic reproduction number) (ℛ0), dimana dengan 
menggunakan kriteria Routh-Hurwitz dapat dibuktikan bahwa titik tetap tanpa 
penyakit stabil untuk kondisi ketika ℛ0 < 1. Sedangkan titik tetap endemik stabil 
untuk kondisi ketika ℛ0 > 1. 
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